Ministerul Educatiei, Cercetarii, Tineretului si Sportului
Societatea de Stiinte Matematice din Romania
Olimpiada Nationala de Matematica

Etapa finala, Constanta, 3 aprilie 2012

CLASA a VII-a
SOLUTII SI BAREME ORIENTATIVE

Problema 1.
Solutia 1. a) Fie M si N proiectiile lui P pe AB, respectiv C'D. Atunci
PB?>—PA?> = MB?-MA? = NC*-~ND? = PC?*—PD?, de unde PD = /2

.............................................................. 2 puncte
b) Cum APAB = APAD (LLL), rezulta ca m(xPAB) = 45°.

.............................................................. 2 puncte
Din teorema lui Pitagora, PM = \/Li = 1PB, de unde m(<PBM) = 30°
.............................................................. 2 puncte

m(SAPB) = m(APM) +m(xMPB) = 45° + 60° = 105° ...1 punct
Solutia 2. a) Daca {O} = AC N BD, segmentul [PO] este mediana in
triunghiurile (eventual degenerate) PAC si PBD, de unde PA? + PC? =

PB?+ PD? Rezultia cd PD =2 ... 2 puncte
b) Fie Q astfel incat PB = BQ, m(<xPBQ) = 90°, P si @ de o parte si
de alta a lui BC. Atunci AABP = ACBQ (LUL) .............. 2 puncte
Din teorema lui Pitagora in APBQ, PQ = 2, iar din reciproca teoremei
lui Pitagora in APCQ rezultd m(<PCQ) =90° .................. 1 punct
Cum CQ = %PQ, rezulta m(XCPQ) =30° ................... 1 punct
m(APB) = m(<CQB) = m(xCQP) + m(xPQB) = 60° + 45° = 105°
............................................................... 1 punct

Problema 2. Triunghiul ABC este dreptunghic in A. Se considera
punctele D € (AC) si E € (BD) astfel incat <ABC = <ECD = 4CED.
Aratati ca BE =2 AD.

Solutie Construim D’ simetricul lui D fata de A. ............ 1 punct

Notand m(<xABC) = m(xECD) = m(xCED) = x, rezultd ca
m(XADB) = 2x si m(xABD') = m(<ABD) = 90° — 2z, de unde rezulta
cam(xCBD")=x+90° =22 =90°— 2. .....ocoviiiiiii... 2 puncte

In triunghiul BC'D', deoarece m(<BD'C) = 2z, rezulti c& m(XBCD') =
90° — x = m(xCBD’), deci triunghiul D'BC' este isoscel si D'C' = D'B =

D B, 2 puncte
Dar DC = DE,deunde BE = BD—DE =CD'—CD = DD'=2-AD.
.............................................................. 2 puncte

Problema 3. Se considera numerele naturale nenule (m,n) astfel incat

numerele
m2+2n . n®>+2m
si

n? —2m m?2 —2n



sa fie intregi.
a) Aratati ca |m —n| < 2.
b) Gasiti toate perechile (m,n) cu proprietatea din ipoteza.
Solutie

a) Cum (m*—2n) | (n®+2m) si n*+2m > 0, rezulta m* —2n < n*+2m,
adica (m —1)? < (n+1)2, sau m < n+ 2. Analog n < m + 2.. In consecinta
Im — | < 2 2 puncte

b) Presupunem n > m. Atunci n € {m,m +1,m + 2}.
Dacd n = m, trebuie ca 222 = 14 -4 € Z, de unde n € {1,3,4,6}.

Obtinem perechile (n,m) € {gl 1 (3,3), (4 4) (6,6)} ..oooiin. 1 punct
Daca n = m + 1, atunci mz = 1+m2+1
Pentru m > 3 avem 0 < ij;ﬁ < 1, deci if;ﬁ ¢ 7.
Pentru m = 1, fn";ﬁ = 3 ¢ Z, iar pentru m = 2 (n = 3) avem ”m22t22’z =
1—% ¢ 7. Asadar in cazul n = m + 1 nu avem solutii. .............. 1 punct

v m242n : n?42m __ 8m+8
Dacd n = m+2, avem 753=21 = 1 € Z. Trebuie ca "5 = 1+ > €
7.

Daca m > 12, atunci m? —2m—4 > 8m+8. intr—adevér, m2—10m—12 =
2
m(m—10)—12 > 12-2—12 > 0. Rezulta ca pentru m > 12 avem —2;—2272 ¢ Z.

Pentru m € {1,2,...,11} se verifica perechile obtinute gi se constata ca
B2 & 7 pentru (m,n) € {(2,4),(3,5), (4,0)}

In concluzie, avand in vedere simetria fractiilor,

(m,n) € {(1,1),(3,3),(4,4),(6,6),(2,4), (4,2),(3,5), (5,3), (4,6), (6,4)}.

Problema 4. Numim redus al unui numar natural A cu n cifre (n > 2)
un numar de n — 1 cifre obtinut prin stergerea uneia din cifrele lui A. De
exemplu, redusii lui 1024 sunt 124, 104 si 120.

Determinati cate numere de sapte cifre nu se pot scrie ca suma dintre un
numar natural A si un redus al lui A.

Solutie.

Sa numim convenabil, respectiv neconvenabil, un numar care se poate,
respectiv nu se poate scrie ca suma dintre un numar si un redus al sau.

Suma dintre numarul A = @asazazasaga; si redusul sau B =
aazazagsasag este numarul 118 + ay, adica un numar de cel putin 7 cifre,
mai mare decat 11 - 10°, care nu da restul 10 la impartirea cu 11.

Alegand in mod potrivit numarul B si cifra ar, rezulta ca orice numar de
7 cifre, mai mare decat 11 - 10°, care da restul diferit de 10 la impartirea cu
11, este convenabil. ... ... .. ... 1 punct

Suma dintre numarul C' = ¢1¢5¢3¢4C5¢6 $i redusul sau D = ¢1¢3C3C4C5 este
numarul 11D + ¢, adica un numar de cel mult 7 cifre, mai mic decat 11-10°,
care nu da restul 10 la impartirea cu 11.




Ca urmare, alegand in mod potrivit numarul D si cifra cg, rezulta ca
orice numar de 7 cifre, mai mic decat 11 - 10°, care da restul diferit de 10 la
impartirea cu 11, este convenabil. ........ ... ... ... L 1 punct

Asadar, numerele neconvenabile se afla in multimea numerelor de 7 cifre
care dau restul 10 la impartirea cu 11. Intrucat suma oricdrui numar natural
cu orice redus al sau, altul decat cel obtinut prin stergerea ultimei cifre, este
un numar par, rezulta ca numerele de 7 cifre, de forma 22p 4+ 21, p € N, sunt
neconvenabile. . ..... ... 2 puncte

Ramane sa studiem situatia numerelor de 7 cifre, de forma 22p + 10,
p € N. Vom arata ca aceste numere se pot scrie sub forma

a1a2...Gp_20p_10, + A103...Gy o0, = 110 - a1as...ay—2 + 10 - a1 + 2a,,

unde n € {6,7}.

Numerele de forma 22p + 10, p € N, au, in functie de restul impartirii lui
pla 5, una din formele 110k 410, 110k 4 32, 110k 4 54, 110k + 76, 110k + 98,
ke N.

Alegind k = @az...a, 2 s, de exemplu, (a,_1,a,) €
{(1,0), (3,1), (5,2), (7,3), (9,4)}, rezultd ca numerele de forma
22p + 10, p € N, sunt convenabile. .............. ... ... . ... 2 puncte

Ca urmare, numerele neconvenabile de 7 cifre sunt cele de forma 22p+ 21,
p € N. Din 10% < 22p 4+ 21 < 107 — 1, rezulta ca 45454 < p < 454 544. Cum
p ia 454544 — 45454 + 1 = 409091 valori, rezulta ca sunt 409091 numere
neconvenabile de 7 cifre. ... ... ... 1 punct



